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2 2¢c t
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. (30 puan) Asagidaki siir deger problemini ele aliniz:
X"(x)+2X'(x) -AX(x) =0, 0<x<m,

X(0) =0, X(m) =0.

Bu problem i¢in dzdegerleri ve bunlara karsilik gelen 6zfonksiyonlari bulunuz. (Ipucu: Karakteristik den-
klemin koklerinin gercek veya kompleks olmasina gore durumlar inceleyiniz.)

An=

Xn(x) =

Coziim: Denklem sabit katsayili lineer bir diferansiyel denklemdir. Karakteristik denklem
r2+2r-A=0
seklindedir. Buradan
r=—-1+V1+A7
elde edilir. Simdi A’'ya gore durumlari inceleyelim.
1) A> —1: Budurumda v1 + A = k > 0 gercektir ve genel ¢oziim
X(x) = C et 4 gy e-1-Rx
seklindedir. Sinir kosullar:
X0)=0=>C1+C =0,

X)) =0= C 107 4 Ce 1707 — g,

Bu iki denklem birlikte yalnizca C, = C, = 0 ¢6ziimiinii verir. Dolayisiyla bu aralikta 6zdeger yoktur.
2) A = —1: Bu durumda cift kok vardir: r = —1. Genel ¢6ziim

X(x)=(C;+Cox)e *
olur.

X(O)ZO:’CIZO, X(ﬂ)zo:’czﬂe_n:():’Cz:O_




Yalnizca trivial ¢6ziim elde edilir; dolayisiyla A = —1 6zdeger degildir.
3) A< —-1:Budurumdal+A<0ve
Vi+A=i W, u= \/m > 0.
Kokler
r=-1xiu
olur ve genel ¢oziim
X(x) = e *(Cy cos(ux) + Cosin(ux))
seklindedir. Sinir kosullar:
X0)=0=>C, =0,

X(m)=0= e "Cysin(un) = 0.

Sifirdan farkli ¢6ziim icin
sin(ur) =0 = pu=n, n=1,2,3,...
olmalidir. Buna gore

A=-1-p?=-1-n?

Sonug olarak 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar (sabit ¢carpana kadar):

A,=-1-n?  n=1,2.3,...

X, (x) = e *sin(nx) |.

Bu problemde yalnizca A < —1 i¢in sifirdan farkli ¢6ziimler mevcuttur.




2. (30 puan) Asagidaki ikinci mertebe kismi diferansiyel denklemi ele aliniz:
Uxx —4Uxy +3Uyy +2Uy—6uy =0.

a) Denklemin tipini (eliptik, hiperbolik veya parabolik) belirleyiniz.

b) Karakteristik denklemleri bularak uygun degisken déniisiimiiniin ¢ = y + x ve 7 = y + 3x oldugunu gos-
teriniz. Jakobiyen determinanti hesaplayarak bu déniisiimiin R? {izerinde yerel olarak tersinir oldugunu
gosteriniz.

c¢) Denklemi yeni degiskenler cinsinden kanonik forma indiriniz.

d) Kanonik forma indirgenmis denklemin ve orijinal denklemin genel ¢dziimlerini bulunuz.

Coziim:

1) Denklemin tipi

Genel ikinci mertebe dogrusal PDE
Auyx +2Buyy + Cuyy =0
seklindedir. Burada
A=1, 2B=-4=>B=-2, C=3.
Ayrim belirleyicisi
A=B*-AC=(-2*-(1)(3)=4-3=1>0
oldugundan denklem hiperboliktir.

2) Karakteristik egriler

Karakteristikler

A(dy)* -2Bdxdy+C(dx)*=0
ile verilir. Yerine koyarsak:

(dy)? +4dxdy+3(dx)* =0.

dx’e bolelim:

dy 2 dy
— 4—+3=0.
(dx) - dx+

Bu ikinci dereceden denklemden

dy dy
dx dx




elde edilir.

Buna karsilik gelen karakteristik degiskenler:

E=y+x, n=y+3x.

Jakobiyen determinanti:

a(s,m _‘1 1

— =1-1-1-3=-2#0
a(x,y) 31‘ 7

oldugundan doniisiim tersinirdir.

3) Kanonik form

Bu doniistim altinda

ulx,y)=U(,n).

Zincir kurali ile:
Uy = Uelx + Uyny = Ug +3Uy,

Uxx = Uee +6Ug + 9Upy,

Uxy = Uee + 4Uf77 + 3U7777’

Uyy = Uee +2Ugp + Upy.
Ikinci mertebe kismin sadelesmesi:
Uxx —4Uxy +3Uyy

=(1-4+43)Ug +(6-16+6)Usp + (9 - 12+ 3)Upy

Birinci mertebe sadelesmesi:

Yeni koordinatlarda denklem
Tim terimler birlestirildiginde denklem
-4 U‘f’l —4U: =0

seklini alir. Sadelestirirsek:

U§n+ U:=0.




Denklemin ¢oziimii:

g(a—U+U)—0
aé\ on B

¢’ye gore integre edersek:

ou
a'FU—f(n)

Integral carpana:

0
(o) = oh
dn(e U)=e"fn)

n'ye gore integre edersek:

U = f e F(mdn+G(E) = Fm) + G(E)

U=e 1(Fn)+G(&)

u=e Y3Y(E(y+3x) +G(y+x)




. (20 puan) Asagidaki baslangic sinir deger problemini ¢6ziiniiz:
U — AUy, = t+e¥, —0co< x<o00, >0,

u(x,0) = x°%, u(x,0) = 1.

Coziim: Once
Vit =AU =t+e*
denkleminin bir 6zel ¢6ziimiinii bulalim. Sag taraf ¢ ve x degiskenlerinde ayristig1 icin
v(x, 1) = v1(1) + v2(X)
seklinde arayalim.
(i) t-parcasi: vy = vy (1) icin
£3
(vue=t = )= e

(ii) x-parcast: v, = v2(x) icin

1
—4(U2)xx:ex - (Vz)xx:_zex-

Bundan

1
va (%) :—Zex

secilebilir (¢iinkii (e*)” = e%).
Dolayisiyla bir 6zel ¢oziim:

v(xt)—t3 lex
6 4

Bu 6zel ¢ozlim i¢in baslangic degerleri:

]' X
v(x,0) = —Ze , v¢(x,0)=0.

Simdi
w=u-v
tanimlayalim. O halde
Wi —4Wxx =0,

ve baslangic kosullari

1
w(x,0) = u(x,0) — v(x,0) = x* + Zex, wy(x,0) = 1 (x,0) — v,(x,0) =1




olur.

Homojen dalga denklemi icin d’Alembert formiilii:

x+ct

1 1
w(x, t)=§(¢(X+ct)+¢(x—ct))+fo . v (&) dg,

—C

burada

G(x) = x>+ }Lex, w(x) =1.

ikinci terim:

1 x+ct

1
—_— 1 = — — - = .
2 ). dé 2C((x+ct) (x—ct)=t

Birinci terim:
1((/)(x+ ct) +Pp(x— ct)) = l((x+ ct)? + (x— ct)z) + l(ex”t + ex_ZI)
2 2 8 '
Buradan
1
—((x+2t)2 + (x—2t)2) = x2y4r,
2
Dolayisiyla

1
w(x,t) = x2+4t2+g(ex+2t+ex—2t) ‘L

Son olarak
U=w-+v

oldugundan

1
u(x, t) = (xz +41% + g(ex+2t+ ex‘Z‘) + t) + (— - —ex).




4. (20 puan) Asagidaki bir boyutlu dalga denklemini ele aliniz:
Uty = Uxx, O<x<m t>0,

uO,t)=u(m,t)=0
u(x,0) = f(x) u:(x,0) = g(x)

Dalgaya ait seri ¢oziimiin

ulx,t) = Z (An cos(nt)+ By, sin(nt)) sin(nx)

n=1
seklinde oldugu biliniyor.
a) A, = %fon f(x)sin(nx)dx ve B, = % Jo" g(x)sin(nx) dx oldugunu gosteriniz.

b) f(x)=3sinx—-4sin3x ve g(x) =5sin2x —6sin3x durumunda u(x, t) ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim:

1) Katsayilarin bulunmasi.

f(x) =) Aysin(nx)

n=1
elde edilir. Her iki tarafi sin(mux) ile ¢arpip [0, 7] araliginda integre edelim:

f f(x)sin(mx)dx = Z Anf sin(nx) sin(mx) dx.
0 n=1 0

Siniis fonksiyonlarinin ortogonalliginden

T 0! n # m;
f sin(nx)sin(mx)dx =< 5
0 ) n=m,
2
2 T
Ap = —f f(x)sin(mx) dx.
T Jo
Dolayisiyla
2 T
Ay = —f fx)sin(nx) dx.
T Jo
Zaman tiirevi alinirsa
ur(x, 1) = Y_ (= nAysin(nt) + nB, cos(nt))sin(nx).
n=1

t=0icin

g(x) = us(x,0) = Z nB,sin(nx).

n=1




Yine sin(mx) ile ¢arpip integre edilirse
T _ T
f gx)sin(mx)dx = mBmE,
0

buradan

2 T
B, = —f g(x)sin(nx) dx.
ni Jo

b) f(x) =3sinx—-4sin3x, g(x)=5sin2x—-6sin3x.

Bu fonksiyonlar zaten siniis bazinda verildiginden katsayilar dogrudan okunur:

A =3, A3=-4, Ap=0n#L3),

5
2By=5=>By=7, 3B3=—6=>B3=-2, By=0(n#23)

Sonug:

u(x, t) =3cos(t)sinx + gsin(Z 1) sin(2x) + (—4cos(3t) —2sin(31)) sin(3x).




